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0063 — P.1

Diary SELF-MADE MATHEMATICS 解答用紙 — SOLUTION

NO.

0063 熱伝導方程式の初期値・境界値問題（ディリクレ境界条件、
2 モードの重ね合わせ）

境界条件がディリクレ型（u(0, t) = u(L, t) = 0）なので、変数分離から固有値問題までの手順は次の通りであ
る。u(x, t) = X(x)T (t) とおき方程式に代入すると

T ′(t)
k T (t) = X ′′(x)

X(x) = −λ

となり、X ′′ + λX = 0、X(0) = X(L) = 0 の固有値問題を解くと、λ ≤ 0 では自明解しか得られず、
λn = (nπ/L)2、Xn(x) = sin(nπx/L)（n = 1, 2, 3, . . .）が固有値・固有関数である。時間成分は Tn(t) = e−kλnt。
よって一般解は

u(x, t) =
∞∑

n=1
cn sin nπx

L
e−k(nπ/L)2t

である。t = 0 とおいて初期条件と比べると
∞∑

n=1
cn sin nπx

L
= 3 sin πx

L
− 2 sin 3πx

L

右辺はすでに固有関数 sin πx

L
（n = 1）と sin 3πx

L
（n = 3）の線形結合なので、フーリエ係数の積分計算をする

までもなく係数比較で
c1 = 3, c3 = −2, cn = 0 (n 6= 1, 3)

と定まる（固有関数系の直交性により、この表し方は一意）。各モードは自分の固有値に応じた速さ e−k(nπ/L)2t

で独立に減衰するから、それぞれの係数に指数因子を付ければよい。よって

u(x, t) = 3 sin πx

L
exp
(

−k
(π

L

)2
t

)
− 2 sin 3πx

L
exp
(

−k

(
3π

L

)2
t

)

（検算: 各項は問 1 と同じ形の固有モードであり、線形性から ut = kuxx を満たす。境界: x = 0, L で
sin(nπx/L) = 0 なので u(0, t) = u(L, t) = 0。初期条件: t = 0 で e0 = 1 となり u(x, 0) = 3 sin πx

L − 2 sin 3πx
L に

一致。）
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