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0068 — P.1

Diary SELF-MADE MATHEMATICS 解答用紙 — SOLUTION

NO.

0068 波動方程式（両端固定）の初期値・境界値問題（初期変位
が基本固有関数の場合）

長さ L の弦の両端を固定した場合の初期値・境界値問題は、変数分離法（フーリエ級数展開）により解く。

(1) 変数分離 u(x, t) = X(x)T (t) とおいて方程式に代入すると

X(x)T ′′(t) = c2X ′′(x)T (t) =⇒ T ′′(t)
c2T (t) = X ′′(x)

X(x) = −λ

（両辺は x と t の独立変数の関数なので定数 −λ に等しい。定数を −λ とおくのは、後述のように境界条件を
満たす非自明解が λ > 0 のときにしか存在しないためである。）これより連立の常微分方程式

X ′′(x) + λX(x) = 0, T ′′(t) + λc2T (t) = 0

を得る。

(2) 境界条件から固有値・固有関数を決定 u(0, t) = X(0)T (t) = 0 かつ u(L, t) = X(L)T (t) = 0 が任意の t で
成り立つ（T ≡ 0 である自明解を除く）ためには

X(0) = 0, X(L) = 0

が必要である。λ ≤ 0 では X ≡ 0 となる自明解しか得られない（λ < 0 なら X は指数関数の和、λ = 0 なら 1
次関数となり、いずれも両端で 0 になるのは X ≡ 0 のみ）。λ = k2 > 0 とおくと

X(x) = A cos kx + B sin kx

X(0) = 0 より A = 0。X(L) = B sin kL = 0 で B 6= 0 より sin kL = 0、すなわち

k = kn = nπ

L
(n = 1, 2, 3, . . . )

よって固有値は λn =
(nπ

L

)2
、固有関数は

Xn(x) = sin nπx

L

(3) 時間成分と一般解 T ′′(t)+λnc2T (t) = 0より、角振動数 ωn = nπc

L
として Tn(t) = An cos ωnt+Bn sin ωnt。

各モード un(x, t) = Xn(x)Tn(t) の重ね合わせにより、一般解は

u(x, t) =
∞∑

n=1

(
An cos nπct

L
+ Bn sin nπct

L

)
sin nπx

L

で与えられる。

(4) 初期条件の適用 ut(x, 0) = 0 より、すべての n について Bn = 0。また

u(x, 0) =
∞∑

n=1
An sin nπx

L
= sin πx

L

は右辺がすでに n = 1の固有関数そのものであるから、{sin(nπx/L)}の直交性より A1 = 1、An = 0 (n ≥ 2)と
一意に定まる（フーリエ係数の積分計算をするまでもない）。よって

u(x, t) = cos πct

L
sin πx

L
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（検算: utt = −
(πc

L

)2
cos πct

L
sin πx

L
、c2uxx = c2

(
−

( π

L

)2
)

cos πct

L
sin πx

L
で両者は一致し波動方程式を満た

す。u(0, t) = u(L, t) = 0、u(x, 0) = sin(πx/L)、ut(x, 0) = − πc
L sin(0) sin(πx/L) = 0 もすべて満たす。）
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